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Wstep

Przypusémy, ze rozwazamy pewien material empiryczny dotyczacy jakiejs
zmiennej losowej X. Czesto interesuje nas odpowiedz na pytanie, jaki rozklad ma
badana zmienna w populacji generalnej. Hipoteza dotyczy badz nieznanego ksztal-
tu rozktadu, badz tego, ze rozpatrywana zmienna losowa ma rozktad nalezacy do
okreslonej rodziny, a wigc ze jej dystrybuanta nalezy do odpowiedniej rodziny dys-
trybuant. Przy zastosowaniu testow parametrycznych i metod estymacji najczesciej
musimy zna¢ ksztalt rozktadu badanej zmienne;.

Czasami jednak posiadamy bardzo mato informacji o populacji, stawiamy wow-
czas hipoteze, ze badana zmienna X ma taki a taki rozktad i na podstawie wylosowa-
nej proby sprawdzamy, czy nalezy t¢ hipoteze odrzuci¢ czy tez materiat empiryczny
nie daje podstaw do tego, aby ja odrzucié. Testy takie stanowig og6lniejsza grupe,
gdyz dotycza nie poszczegdlnych parametrow, lecz catej funkcji rozktadu. Testy
takie noszg nazwe testow zgodnosci.
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Konstrukcja testow zgodnosci wymaga wprowadzenia pewnej miary odleglosci
rozktadow. Istnieje kilka sposobow okreslania odleglosci pomigedzy porownywanymi
rozktadami. Najczgsciej taka miara jest oparta na pordwnaniu dystrybuant rozktadu
empirycznego F, (x) irozktadu teoretycznego F'(x) w nastgpujacej postaci:

5, =sgp\Fn (x) = F(x) (1)
Rozpatruje si¢ réwniez dwa warianty tej miary:

8, = Slip[Fn (x) = F(x)] )

3, = sup [£(x) - F,(x)] A3)

Poréwnujac z kolei gestos¢ rozktadow, otrzymujemy inng miarg:

8, = L) - f () (4)

Natomiast porownujac funkcje prawdopodobienstwa, mamy:

8= Y [P, (%)~ P(x)T s

W szczeg6lnym przypadku, poréwnujgc liczebnos¢ empiryczng n; z liczebno-
$ciami teoretycznymi (p ), otrzymujemy:

56 = 2(”1 - npi)2 (6)
i=1

Ogdlnie mozna zdefiniowa¢ odlegtos¢ pomiedzy dwoma rozktadami o gesto-

ciach f (x) i f(x):

5 =suplf, (v) £ () )
xeA

gdzie:

A jest zbiorem, na ktorym okreslone sa funkcje f (x) i f(x)

Zauwazmy, ze niemal wszystkie testy zgodnosci sa oparte na mutacjach jednej
z wymienionych miar odlegtos$ci.

Przedstawione miary odlegtosci nie wyczerpuja wszystkich mozliwosci okre-
$lania odchylen migedzy rozktadami.
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Niech X,,..., X, bedzie proba losowa o ciggtym rozktadzie z dystrybuanta
F(x). Hipoteze o zgodnosci rozktadu empirycznego z rozktadem teoretycznym
formutujemy w nastgpujacy sposob. Niech F' oznacza klasg dystrybuant zmiennych
losowych, F), klasg dystrybuant rozktadu normalnego, F,, klas¢ dystrybuant roz-
kfadu wykladniczego,a G klase dystrybuant zmiennych losowych majacych rozny
od zera trzeci moment centralny (/5 i skonczony czwarty moment centralny 4,

przy czym FnG=o.

Okre$lamy hipotezg H , : F/(x)€ F oraz alternatywna hipoteze H, :F(x)eG,
ze funkcja F(x) nalezy do klasy dystrybuant F' lub G . Hipotezy H lub H, beda
nazwane prostymi, jesli rozklady nalezace do klasy F', F lub G maja znane
parametry rozktadu. W przypadku, gdy parametry rozk%adow zmiennych losowych
szacujemy na podstawie proby, wowczas hipotezy H, i H, nazwane begda hipo-
tezami ztozonymi. Zgodnie z ogolnie przyjeta symbolika, wskaznik w nawiasie

oznacza numer odpowiedniego elementu w probie uporzadkowanej w ciag niema-

lejacy obserwacji Xy S X S ... S X,

Testy zgodnos$ci, w zalezno$ci od konstrukeji funkcji testowych (sprawdzianu

testu), mozemy podzieli¢ na pig¢ klas:
A — testy oparte na pordwnaniu gestosci.
B — testy oparte na poréwnaniu dystrybuant.
C — testy oparte na momentach.
D — testy oparte na statystykach pozycyjnych.
F — testy oparte na ztozonych charakterystykach zmiennej losowe;j.

1. Testy normalnosci oparte na momentach

Przechodzac do testow opartych na momentach lub ich funkcjach, przypomnijmy
kilka poje¢¢. Dla n-elementowej proby okre§lamy moment centralny k-tego rzedu:

k

=—2(x —x) k =23,.

i=1

Statystyki:

f

sa nieobcigzonymi estymatorami parametrow:

\/E:lu_z i ﬂzzlu_j
o o

m4

®)

€

(10)
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Jezeli zmienna losowa X ma rozktad normalny o parametrach 4 i 0, to wiado-
mo, ze (i, =0, U, = 30, stad \/E =0 i [, =3. Oznaczato, zejesli parametry
\/ﬁi .B,) =1(0,3), to rozktad zmiennej losowej X uwazamy za ,,prawie normalny”.

Konstruujac testy normalno$ci oparte na momentach, korzysta si¢ z twierdzenia
Stuckiego, z ktorego wynika, ze \/Z? i b, sazbieznedo /B, i B,,edy n — .
Wartos$ci oczekiwane i wariancje statystyk (9) przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy
H,: F(x)e F,(x) sanastepujace:

6(n—2)

E(\/b_l) =0 DZ(\/b—l) — (n+1)(n+3)’ (11)

S, dla duzychn,

3(n—-1)

E(bz) = { n+1 ’
3,dla duzychn,

24n(n—2)(n—3)

D*(b,) = 22n+1)2(n+3)(n+5)' (12)
—,dla duzychn.

Do omawianej klasy naleza nastgpujace testy: test oparty na trzecim momencie
centralnym, test oparty na standaryzowanym czwartym momencie centralnym, test
D’Agostino-Pearsona, test Bowmana-Shentona, test Pearsona-D’ Agostino-Bowma-
na, Jarque-Bera i jego modyfikacje.

Test oparty na trzecim momencie centralnym:

Jo —% (13)

jest stosowany wobec hipotezy alternatywnej, ze rozklady z klasy G sa rozktadami
skosnymi H, :\/B_1 # 0. Warto$ci krytyczne dla n > 25 podat H.P. Muldholland
[1977],adla n> 25 E.S. Pearson i H.O. Hartley [1966, 1972].

Test oparty na standaryzowanym czwartym momencie centralnym:

=M

b, (14)

m,
jest stosowany przeciwko hipotezie alternatywnej, orzekajacej, ze rozktady z proby
sg symetryczne, o sptaszczeniu odbiegajagcym od rozktadu normalnego. Wartosci
krytyczne dla n = 50 podali E.S. Pearson i H.O. Hartley [1966, 1972].

Do zadanej statystyki b, , okre$lonej wzorem (14), wyznaczamy prawdopodo-
bieastwo P{b, <b,(0,n)}= o1, gdzie b,(0,n) jest kwantylem rozkladu b, dla
ustalonych o i 7, ktére mozna odczyta¢ z monograméw zbudowanych przez R.B.
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D’Agostino i E.S. Pearsona [1973]. Wyznaczamy nastepnie kwantyl X (b2 ) = (1)_1 (o)
rzedu o rozktadu N(0,1). Dla rozktadu statystyki (13) kwantyl jest okreslony wzo-
rem:

X(\/b_1)=81n\/b_l/k+[(\/b_l/7»)z +1]”2 (15)

gdzie stale 0 i 1/A sg stablicowane przez R.B. D’Agostino i E.S. Pearsona dla n=8,
9,...,50,52,...,100, 105, ..., 250, 260, ..., 500, 520, ..., 1000.

Test D’ Agostino-Pearsona jest oparty na funkcji momentoéw centralnych i jego
funkcja testowa przyjmuje postac:

K= X*(Jp )+ X*(b,) (16)

Statystyka (16) przy prawdziwosci hipotezy |, ma rozklad XZ o dwéch stop-
niach swobody. Zaletg testu K : jest to, ze jednoczesnie bada odstepstwa od nor-
malnos$ci wywotane przez skosnosci i sptaszczenie. Test o takich wlasno$ciach na-
zywamy testem omnibus. Dla 7 > 200 stosujemy modyfikacje testu K, ktorego
funkcj¢ testowa okreslamy nastepujaco:

K :2—2[4(\/1)_1)2+(b2 —3)2} (17)

Statystyka (17) ma asymptotyczny rozktad X2 o dwoch stopniach swobody.
Funkcja testowa testu Bowmana-Shentona ma nastepujaca postac:

72 = X2 b )+ x2,) (18)
gdzie:

X,(b)=0,sinh”'(JB, /1 4,)
X (b,)=y,+8,sinh7'[(b, - &)/ A] n=25

b-¢
X (b)=7,+0,ln—2—2—, n<25
s(z) V2T 0, v A —b,
przy czym state 8,,7%,,0,,4,,4, wyznacza si¢ metodg podang przez E.S. Pearsona
i H.O. Hartleya. Statystyka (18) przy prawdziwosci hipotezy H, ma w przybli-
zeniu rozktad X2 o dwoch stopniach swobody. Wartosci krytyczne dla tego testu,
wygenerowane metodg Monte Carlo dla n=20; 50; 100; 150; 200; 300; 500; 1000,
podali K.O. Bowman i L.R. Shenton. Podobnie jak test D’ Agostino-Pearsona, test
Y? jest testem omnibus.
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Test Pearsona-D’Agostino-Bowmana jest oparty na statystyce R, ktorg

okresla funkcja punktow (,/b1 ,bz), jakie naleza do prostokata o wspotrzednych:

{_ \/b_l(a )vz bz (0!' )}’ {\/b_l(“ )92 bz (“I )}v {_ \/b_l(“ )’1 bz (0{' )}’ {\/b_l(“ )}, gdzie

+ \/b_l (av)oznacza dolny i gorny kwantylrzedu ¢ rozkladu \/b_l ,a ,b, (0{) i bl

dolny i gorny kwantyl rzedu ¢ rozktadu b, .

Wiasnosci testow przedstawionych w tej czesci artykutlu zostaly omowione
migdzy innymi w ksigzce C. Domanskiego [1990; por. takze: Domanski i in., 2014].

2. Test Jarque-Bera

Jednym z zalozen metody najwigkszej wiarygodno$ci przy estymacji modelu
ARMA jest normalnos$¢ rozktadu sktadnika losowego. Niespetnienie tego zatozenia
sprawia, ze niektore statystyki nie maja przyjetych rozktadéw. Odrzucenie hipotezy
o normalnosci rozkladu sktadnika losowego moze rowniez wskazywaé na wystepo-
wanie nieliniowych zalezno$ci w procesie generujacym analizowana zmienng. Z tego

wzgledu warto dokona¢ weryfikacji nastepujacego zestawu hipotez:

H,: & ~N(0,02)

t

H:~ (8[ ~ N(O’O-sz))

Najczesciej stosowany jest test Jarque i Bera [1987]. Test ten wykorzystuje

fakt, ze dla zmiennej losowej ~* o standardowym rozktadzie N(0,1) skognosé

wynosi zero (E (xf ) = 0), za$ kurtoza jest rtowna 3 (E (xf ) = 3). Oznaczamy przez

e A I o1
u’ standaryzowane reszty modelu ARMA: u, =—-, gdzie O'e2 = —zt 1.et2 . Przy
6 -

T

prawdziwosci hipotezy zerowej statystyka:

T 3 2 T 4 2
JB — Z zrzlut _l_l thlut

6 T 24 T

2
ma rozklad £ 02 stopniach swobody. Warto$¢ statystyki JB powyzej warto$ci
krytycznej, ktora przy 5% poziomie istotnosci wynosi 5,99, wskazuja, ze sa podstawy

do odrzucenia hipotezy zerowe;.

Test Jarque-Bera oparty jest na miarach sko$nosci i sptaszczenia (kurtozy) roz-
ktadu i jest testem omnibus, poniewaz uwzglednia jednoczesnie odstgpstwa od
normalnos$ci wywotane zarowno przez odstepstwa skosnosci, jak i sptaszczenia.

Statystyka testu Jarque-Bera najczegsciej przedstawiona jest wzorem:
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=n (\/b_1)2+(b2_
6

24

21

Wydzielajac pierwszy sktadnik, uwzgledniajacy jedynie skosno$¢ rozktadu,
przyjmuje postac:

JB, =n (\/?)2 (22)

Statystyka ta przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy H,, : 4/ f, =0 ma asymp-
totyczny rozktad x 0 jednym stopniu swobody.
Wyodrebniajac drugi sktadnik z wzoru (24), otrzymujemy:

(b2_3)2
JB =n———" 23
Y (23)

Statystyka (23), przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej H,: [, =3,
ma asymptotyczny rozktad X2 o0 jednym stopniu swobody.

A. Bera i S. John [1983] stwierdzili, ze statystyki (22) i (23) nie s3 popraw-
nymi testami sko$nosci i kurtozy, poniewaz asymptotyczny rozktad tych statystyk
jest wyprowadzony przy zalozonej normalnosci. W szczegdlno$ci niepoprawne sg
wykorzystane w tych statystykach wzory okreslajace asymptotyczng wariancje.
Godfrey i Orme [1991] zaproponowali odpowiednia modyfikacje, poszerzajac zakres
zastosowan tego testu zwlaszcza do badania rozktadéw o grubych ogonach [por.
Bera, Premarante, 2001].

Znalezienie formuly dla wariancji statystyk \/_ oraz b, [por. Bera, John, 1983],
ktore beda poprawne w przypadku blednej specyfikacji modelu umozliwia wykorzy-
stanie rodziny rozktadow Pearsona oraz zastosowanie modyfikacji White’a [1987].

Zmodyfikowana statystyka przyjmuje postac:

RS =n (\/b_‘ )2 (24)

-2
9+ mgm;” — 6m,m;

gdzie:
m, oznaczajg odpowiednie k-te momenty zwykle rozktadu zmiennej losowej

Statystyka (24) przy zaiozemu prawdziwosci hipotezy: H,, \/_ 0 ma row-
niez asymptotyczny rozktad X o0 jednym stopniu swobody.

Wtasnosci rozwazanych testow opartych na statystykach (22) (24) zostaty zba-
dane metoda Monte Carlo. Wyniki tych badan zostaty przedstawione w tab. 11 2.
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Tab. 1. Oszacowania rozmiarow testow skosnosci (asymetrii) na podstawie 10 000 powtorzen

Test
\Ngfél;;sc Standardowy (JB)) Zmodyfikowany (RS)
0=5% | 0=1% 0=5% | 0=1%
Rozktad N (0,1)
30 3.29 0.83 3.88 0.59
50 435 1.07 443 0.71
100 4.88 1.12 4.55 0.81
200 4.83 0.89 451 0.63
250 4.74 091 4.68 0.81
300 4.96 0.89 4.96 0.73
400 5.17 1.06 4.81 0.90
500 4.99 0.91 5.00 0.85
600 4.88 1.05 4.73 0.80
700 4.62 0.94 442 0.65
300 4.92 1.05 5.00 0.82
900 4.52 0.89 443 0.78
1000 5.18 0.87 4.98 0.88
Rozktad Studenta t
30 15.36 7.71 3.08 0.39
50 20.93 11.99 2.66 0.35
100 27.85 17.45 3.02 0.27
200 33.48 22.27 3.44 0.31
250 34.72 23.29 2.81 0.20
300 36.79 24.98 3.28 0.39
400 37.72 26.16 3.45 0.34
500 39.91 27.27 3.50 0.36
600 39.65 28.12 3.38 0.37
700 41.44 29.09 3.67 0.43
800 41.72 29.94 3.50 0.30
900 43.05 3091 3.65 0.33
1000 43.29 31.47 3.68 0.57
Rozktad Beta (2,2)
30 0.17 0.01 3.05 0.63
50 0.11 0.00 3.03 0.53
100 0.17 0.00 3.39 0.42
200 0.11 0.00 2.79 0.41
250 0.04 0.00 2.75 0.44
300 0.07 0.00 3.17 0.37
400 0.10 0.00 2.96 0.47
500 0.14 0.00 3.16 0.53
600 0.08 0.00 3.04 0.50
700 0.11 0.00 2.73 0.39
800 0.08 0.00 2.80 0.42
900 0.13 0.00 2.89 0.41
1000 0.06 0.00 2.98 0.45
Rozktad Laplace’a (A=2)
30 26.18 15.49 2.85 0.19
50 33.47 21.58 2.28 0.14
100 39.74 27.50 2.74 0.18
200 44.07 31.77 3.05 0.32
250 46.07 33.10 3.06 0.16
300 47.49 35.26 3.41 0.29
400 47.73 35.08 3.41 0.34
500 48.56 36.13 3.59 0.31
600 49.30 36.77 3.65 0.32
700 49.95 37.05 3.68 0.33
800 49.34 37.49 4.00 0.46
900 50.83 38.22 3.96 0.44
1000 50.65 38.76 4.07 0.52

Zrodto: obliczenia wiasne.
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Tab. 2. Oszacowania mocy testow (JB)) i (RS) metoda Monte Carlo oparte na 10 000 powtorzen

Test
Wlf(ly)l;osc Standardowy (JB)) Zmodyfikowany (RS)
provy 0=5% [ o—1% 5% [ 1%
2
Rozktad y 4
30 60.90 39.24 85.02 58.70
50 87.79 70.81 97.51 91.58
100 99.68 97.91 99.99 99.90
200 100.00 100.00 100.00 100.00
250 100.00 100.00 100.00 100.00
300 100.00 100.00 100.00 100.00
400 100.00 100.00 100.00 100.00
500 100.00 100.00 100.00 100.00
Rozktad Beta (1,2)
30 11.97 2.36 49.93 21.04
50 27.33 6.70 73.39 49.87
100 66.90 31.92 96.21 88.18
200 97.98 84.17 99.96 96.97
250 99.57 95.09 100.00 100.00
300 99.95 98.43 100.00 100.00
400 100.00 99.93 100.00 100.00
500 100.00 100.00 100.00 100.00
Rozktad Beta (2,1)

30 12.78 36.87 2.15 14.85
50 26.96 61.62 7.03 35.59
100 68.04 92.60 31.55 76.87
200 97.78 99.87 85.19 99.01
250 99.68 100.00 94.82 99.86
300 99.93 100.00 98.64 99.99
400 100.00 100.00 99.96 100.00
500 100.00 100.00 100.00 100.00

Zrédto: obliczenia wiasne.

Podane w tab. 1 wyniki dotyczace rozmiaru testow $wiadcza o tym, ze rozmiar
zmodyfikowanego testu opartego na statystyce RS jest bliski zalozonym poziomom
istotno$ci. Test JB, dla innych rozktadow niz normalny znacznie odbiega natomiast
od przyjetego poziomu istotnosci zarowno dla a=0.05, jak i 0=0.01. Ponadto test
standardowy ze statystykg /B, daje btgdne wyniki w przypadku wystgpowania duzego
sptaszczenia (kurtoza) (por. rozktad Laplace’a (A=2)). W konsekwencji zbyt czesto
powoduje btedne odrzucenie prawdziwej hipotezy mowigcej o symetrii.

W tab. 2 przedstawiono empiryczng moc testow Jarque -Bera (JB)) oraz jego
modyfikacji (RS) dla rozktadow od rozktadu normalnego X’ o czterech stopniach
swobody oraz rozktadu Beta (1,2) i Beta (2,1). Otrzymane prawdopodobienstwa sa
oszacowaniami mocy testow. Zmodyfikowany test RS w poréwnaniu z testem JB,
daje znacznie lepsze rezultaty. Cechuje si¢ dobrymi wlasciwosciami, dotyczacymi
rowniez mocy, nawet dla prob n=50 i dla a=0.05

Dla danych z rozktadu X 41 Beta (1,2) wyzsza moca charakteryzuje si¢ zmody-
fikowany test (RS). W przypadku rozktadu Beta (2,1) o ujemnej asymetrii standar-
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dowy test JB, dla mniejszych rozmiaréw proby ma wyzsze oszacowania mocy [por.
Domanski, 2010].

Prezentowane w tab. 1 i 2 wyniki potwierdzaja teze, ze standardowy test Jarque-
-Bera daje btedne wyniki w przypadku wystepowania duzej kurtozy. Powoduje on
zbyt czeste, blgdne odrzucenie prawdziwej hipotezy zerowej mowigcej o symetrii
rozktadu. Zmodyfikowany test (RS) cechuje si¢ dobrymi wlasciwo$ciami odnoszacymi
si¢ do rozmiaru i mocy.

Podsumowanie

Testy normalno$ci oparte na momentach ciagle sa w kregu zainteresowania
badaczy [por. np. Oliveria, Oliveria, Seijas-Macias, 2016]. Autorzy aktualnie pro-
wadzg analizy dotyczace wlasnosci tych testow dla wielowymiarowych rozktadow.
Zainteresowania te wynikaja m.in. z szerokich mozliwos$ci zastosowan na rynku
finansowym, w szczeg6lnosci badania sko$nosci rozktadow, glownie stop zwrotu.
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Consistency Tests Based on Moments

In the paper we are going to present the results of the research on selected statistical tests based on
moments. In particular, the well-known Jarque-Bera test properties have been compared and contrasted
with its modification proposed by White (1987). According to the outcomes of the simulation studies, the
modified Jarque-Bera statistic is recommended as the normality test because the standard Jarque-Bera test
is based on skewness and kurtosis and their distributions are derived under normality assumption.

Testy zgodno$ci oparte na momentach

W artykule zaprezentowano wyniki badan wtasnosci testow opartych na momentach. Ze wzgledu na
powszechne zastosowanie testu Jarque-Bera, zostalty omowione wlasnosci tego testu w poréwnaniu z jego
modyfikacja. W badaniach uwzglgdniono rozmiary testow i ich moc. W $wietle uzyskanych wynikoéw
zmodyfikowana postac testu Jarque-Bera powinna by¢ stosowana do badania normalnosci rozktadow, po-
niewaz standardowy test Jarque-Bera jest oparty na skosnosci i kurtozie, a ich rozktady sa wyprowadzane
przy zatozonej normalnosci.
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